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Introduction

Un produit dérivé est un instrument financier qui tire sa
valeur d’un autre actif financier. Pour que les traders de ces
produits financiers dérivés puissent les acheter et les vendre
efficacement et fournir des liquidités au marché, ils doivent
étre en mesure de les valoriser au juste prix. Le cadre tra-
ditionnel dans lequel s’inscrit le pricing est celui de Black-
Scholes [1], généralement appelé cadre Black-Scholes (BS),
qui est un modéle mathématique permettant de trouver des
solutions & forme fermée pour la valeur des prix des options
vanilles. Cependant, depuis I'introduction du modéle BS,
les marchés financiers y compris les marchés des produits
dérivés, ont connu une expansion et un développement con-
sidérables. L’évolution du marché des produits dérivés, qui
a suivi de prés le développement de la technologie informa-
tique moderne, a eu un impact considérable sur le pricing des
produits dérivés.

Motivés par les limites du modéle Black-Scholes, d’autres
modeles ont vu le jour. Certains modélisent la volatilité, elle
méme, comme un processus stochastique, comme le modéle
de Heston. Ce modéle, introduit par Heston [2], est une ex-
tension du modéle de Black-Scholes qui modélise explicite-
ment la volatilité, c’est-a-dire la variation de toute série de
prix mesurée par I'écart type des rendements logarithmiques,
par une équation différentielle stochastique.

Cependant, les modéles financiers deviennent complexes
car ils dépendent de plusieurs paramétres, ce qui introduit un
probléme de calibration du modéle. La calibration du modéle
est le processus par lequel les paramétres d’un certain modéle
sont, généralement, déterminés en minimisant la différence
entre ce qui est calculé par le modéle et ce qui est observé dans
le marché (prix, volatilités implicites, ...). Ainsi, I'applicabilité
de ces modéles est limitée quand le temps nécessaire pour la
calibration est long ou quand la précision de la méthode est
faible. Par conséquent, il existe un besoin pour des méthodes
de calibration plus rapides et, idéalement, plus précises.

Les ordinateurs modernes ont permis 'accés a des méth-
odes numériques complexes pour pallier la lenteur de réso-
lution de certains probleéme existants. L'une de des méth-
odes introduites récemment est appelée le Machine Learn-
ing [3]. Le Machine Learnine est le processus par lequel les
systémes informatiques utilisent des algorithmes et des mod-
éles statistiques pour effectuer certaines taches, indépendam-
ment d’instructions explicites sur la maniére de I'exécuter. En
général, les algorithmes de Machine Learning utilisent des
données pour I'apprentissage, sur lesquelles I'algorithme con-
struit une fonction qu’il cherche a optimiser  partir des don-
nées. Finalement, le modéle est ensuite généralement utilisé
pour prédire des données hors échantillon. La qualité de ces
prédictions permet de valider le modéle.

Un exemple de tels modéles est les réseaux de neurones
artificiels (ANN), qui sont des systémes informatiques qui
rappellent les réseaux neuronaux biologiques. En tant que tel,

la procédure d’apprentissage des ANN est vaguement simi-
laire a celle du cerveau humain. Ainsi, un tel réseau apprend,
sans instructions spécifiques a la tache, en alimentant une
entrée et en activant les neurones du réseau pour arriver a
une conclusion sur ce que devrait étre le résultat.

1 Modele de Heston

Le modéle de Heston est aussi 'un des modéles les plus
populaires pour I'évaluation des options. Il peut étre calibré
en utilisant les prix des options vanille et ensuite utilisé pour
évaluer les produits dérivés exotiques pour lesquels il n’existe
pas de formule d’évaluation fermée. Le modéle de Heston per-
met de faire une calibration sur les données réelles du marché
en utilisant la solution de forme semi-fermée pour les prix des
options vanilles (calls et puts) européennes.

1.1 Définition du modéle

En se référant a [4], les dynamiques du sous jacent et de
la volatilité sous la mesure @ sont données par le systéme
d’équations stochastiques suivant :

dS; = Si(rdt + vV, dW;)

1
dV( = ﬁ(g — V;)dt+ G"\/thZf ( )

W et Z sont deux mouvements Browniens corrélés, de
corrélation p:

d(W;, Z;) = pdt, )

« 1 est la valeur initial de la volatilité puisque nous sup-
posons que V, = 1.

o 0 est la valeur attendue de V,, c’est-a-dire la variance
moyenne du prix & long terme.

« K est le taux de retour a la moyenne de v; vers la
moyenne de long terme 6.

« o est la "vol du vol", c’est-a-dire la variance de V.

Nous supposons que # = 1 et nous notons qu’aucun des
paramétres n’est dépendant du temps.

1.2 Impact des parametres du modele sur la
volatilité implicite

Pour comprendre I'impact des paramétres du modéle sur
les volatilités implicite, nous tracons a maturité fixée les
volatilités implicites pour les strikes 50, 60, ..., 150 ot Sy = 100.

1.2.1 Impactde v

Plus la volatilité initiale est élevée, plus le prix du call est
important. Au niveau de la volatilité implicite, la plus grosse
différence est observée at the money et se réduit lorsque I'on
est dans la monnaie. Voir la figure 2]




Figure 1: L'impact de v sur le prix d’'une option d’achat

Enfin, les courbes dans la figure/1jillustrent la croissance du
prix d’un call lorsque la volatilité initiale est croissante. Cela
est attendu car plus v est grand, plus la probabilité d’exercer
['option est importante.

Figure 2: L'impact de v sur la volatilité implicite d’une option
d’achat

1.2.2 Impactde o

Surla figure on peut remarquer deux choses :

1. Lorsque le prix de I'action est trés loin du prix d’exercice
(deeply out of the money), I'option ayant un grand o
coite plus cher.

2. Alinverse, lorsque le prix de I'action est proche du prix
d’exercice et méme dans la monnaie, 'option ayant un
petit o colite plus cher.

En fait, il faut visualiser qu’une volatilité de volatilité im-
portante entraine une plage de volatilité énorme, ce qui est
confirmé par la ﬁgureﬂ]

Figure 3: L'impact de o sur le prix d’une option d’achat

Figure 4: L’impact de ¢ sur la volatilité implicite d’une option
d’achat

1.2.3 Impactdep

Si p = 0 alors on a un smile de volatilité classique mais, si
p > 0 alors la courbure de la volatilité est décalée (figure @

On remarque que les courbes se croisent en un méme point.
Si on trace une droite passant par ce point et perpendiculaire
a I'axe des abscisses on pourrait dire que les courbes pour
p=05et p=—0.5sont symétriques :

Figure 5: L'impact de p sur le prix d'une option d’achat




Figure 6: L'impact de p sur la volatilité implicite d’une option
d’achat

1.24 Impactde k

Nous observons que ce paramétre a un impact sur la vitesse
de retour 4 la moyenne. Voir la figure|7): La courbe des volatil-
ités implicites rouge (T = 1) converge vers la courbe noire (T =
10) plus rapidement quand £ est grand.
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Figure 7: L'impact de & sur la volatilité implicite d’une option
d’achat

2 Calibration classique du modele de
Heston

La calibration des paramétres v, k, o et p est un prob-
léme difficile. Il faut non seulement trouver une solution
qui reproduit les données, mais elle doit étre stable dans le
sens ou |'ajout de nouvelles données ne doit pas changer les
paramétres radicalement.

Les données peuvent étre un mélange d’options d’achat et
de vente pour différentes échéances.

Nous faisons la calibration en utilisant des volatilités im-
plicites (plutot que des prix) puisqu’elle est plus stable.

2.1 Calibration naive

Nous optimisons les paramétres du modéle d’Heston en
minimisant 'erreur quadratique entre les volatilités implicites
du modéle et les volatilités implicites du marché pour des op-
tions de stikes K et de maturités T. Mathématiquement, nous
devons optimiser la fonction objective suivante :

Fi(©) = Y (MarketVolz x, — ModelVol7(6))”,
(T.K)

ol O est le vecteur des paramétres p, o, v, & sous les con-
traintes suivantes :

La positivité de la volatilité initiale : v > 0;
« Lapositivité de la vitesse de retour a la moyenne : k > 0;
« La positivité de la volatilité de |a volatilité : & > 0;

« La corrélation doit vérifier la condition: 1> p > —1;

la condition de Feller : 2k > o2

2.2 Calibration en cascade

Cette méthode scinde I'optimisation en deux étapes :

1. Dans un premier temps, nous procédons, la calibration
dep,ogety:

(a) Nous fixons k a une valeur arbitraire et nous con-
sidérons la fonction objective suivante :

F:(p,o,v) — ||MarketVol,—ModelVol(p, o, v, k = Ko)||2

(b) Le choix logique pour les volatilités dans cette
étape est les volatilités implicites pour des matu-
rités T entre 0.1 et 1.

(c) Cette étape permet d’avoir p*, o*, ™.

Ce choix est justifié par le fait que I'impact de & pour
les volatilités de maturité petite est négligeable.

2. Et dans un deuxiéme temps, nous calibrons & :
(a) Nous considérons la fonction objective suivante :

F, : k = ||MarketVol,—modelVol(p*, o*, v*, K)||,

(b) Le choix logique pour les volatilités dans cette
étape est les volatilités implicites pour des matu-
rités T entre 3et 5.

(c) Cette étape permet d’avoir k*

Le résultat final de I'optimisation est constitué des ré-
sultats des deux étapes : p*, o™, v* et k™.



3 Calibration du modele de Heston

par des réseaux de neurones

3.1 Les réseaux de neurones artificiels

Un réseau de neurones artificiels est un systéme inspiré du
réseau de neurones du cerveau et est utilisé pour approximer
des fonctions. Il consiste en des groupes interconnectés de
nceuds, qui représentent les neurones du cerveau, avec des
connexions qui représentent les synapses du cerveau. Dans
[5], l'auteur en fait une présentation plus approfondie.

Il existe plusieurs type de réseaux de neurones artificiels.
Par exemple, on trouve les réseaux de type Feed Forward et
les réseaux de neurones convolutifs.

Mathématiquement, un réseau de neurones artificiels est
une application, non linéaire par rapport a ses paramétres ¢
qui associe a une entrée x une sortie y = F(x, ).

Comme indiqué précédemment, les neurones constituent
le principal composant des ANNs.

Un neurone artificiel est une fonction F; de I'entrée x =
(xi,...,Xg) pondérée par un vecteur de poids de connexion
wj = (wg,], iy wj‘d], complétée par un biais de neurone b;, et
associée a une fonction d’activation ¢, a savoir

yj = Fi(x) = ¢ ((w;,x) + b)).

Plusieurs fonctions d’activation peuvent étre considérées :

Sigmoid Leaky ReLU

ofil) Ly max(0.1z, z)

tanh Maxout .

tanh(z) - max(w] T + by, w) z + by)

ReLU / ELU /
<l r 220

max(0, z) {nw & er :

Figure 8: Des exemples de fonctions d’activation

Un réseau de neurones Feed Forward est une structure
composée de plusieurs couches cachées de neurones ol la
sortie d’un neurone d’une couche devient I'entrée d’un neu-
rone de la couche suivante. De plus, la sortie d'un neurone
peut également &tre I'entrée d’un neurone de la méme couche
ou d’un neurone des couches précédentes. On peut appli-
quer une fonction d’activation différente de celle des couches
cachées en fonction du type de probléme que I'on a & résoudre
: régression ou classification.
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Figure 9: Un réseau de neurones Feed Forward

Une fois que l'architecture du réseau a été chaisie, les
paramétres (les poids w; et les biais b;) doivent étre estimés a
partir d’'un échantillon d’apprentissage. Comme d’habitude,
I'estimation est obtenue en minimisant une fonction de perte
avec un algorithme de descente de gradient.

Comme nous I'avons mentionné précédemment, ['intérét
des ANNs réside dans leur capacité a "apprendre”. Le but d’un
ANN est d’approximer une fonction F : R" — R", ce qui, en
termes simples, est fait par 'entrainement avec des données
étiquetées, c'est-a-dire que 'entrée est fournie au ANN et que
des sorties sont produites, celles-ci sont ensuite comparées
avec les valeurs réelles.

Pour exprimer cela en termes mathématiques, considérons
une fonction de colit C(-), des paramétres de réseau w, des
entrées xi, X, - - €t yy, ¥a,- -+, oll y; = F* (x;) pour tous i > 1.
Le poids qui approxime F(x, w) ~ F*(x) est trouvé par :

Ntrain

W = argmin Z C(F(xi,w) —yi).

all w i1

On note que |'apprentissage est effectué a I'aide d’un en-
semble d’apprentissage de taille Miain. La solution w est trou-
vée en utilisant la descente de gradient et la backpropagation.

Pour certains types de données, notamment pour les
images, les réseaux de neurones type feed forward ne
sont pas bien adaptés. En effet, ils sont définis pour
des vecteurs comme données d’entrée, donc, pour les ap-
pliquer aux images, il faut transformer les images en
vecteurs, perdant ainsi de I'information. Avant le développe-
ment de I'apprentissage profond pour la vision par ordina-
teur, I'apprentissage était basé sur 'extraction des variables
d’intérét, appelées caractéristiques, mais ces méthodes néces-
sitent beaucoup d’expérience pour le traitement des images.
Les réseaux de neurones convolutifs ont révolutionné le traite-
ment d’images, et supprimé I'extraction manuelle des carac-
téristiques. Les CNN sont maintenant largement utilisés pour
la classification d’images, la segmentation d'images, la recon-
naissance d’objets et la reconnaissance des visage [6].

= Output n



3.2 Deep Calibration du modele de Heston

Dans cette section, nous allons considérer la calibration
d’un modéle de Heston avec un réseau de neurones Feed For-
ward et un réseau de neurones convolutif, nous limitons notre
calibration aux trois paramétres k , o et p. Les travaux dans
cette partie sont inspiré des travaux dans [7] .

Nous construisons notre ensemble de données de maniére
synthétique : I'ensemble d’apprentissage considérés est de
taille 10000 que nous séparons en deux parties : 8000 pour
I’entrainement et 2000 pour le test.

Les paramétres K o p
borne inférieur 1 0.15 -0.9
borne supérieur 10 1 -0.1

Table 1: Les bornes inférieurs et supérieurs des paramétres du
modéle considéré pour la calibration avec les ANNS.

L’ensemble de validation considéré est de taille 2000.

Ensuite, nous évaluons, a I'aide du modéle de Heston, les
prix des calls sur une grille de maturités et de stikes:
T=[0.2,0.3,0.6,1.2,1.5,1.8,2.],
K = [60,70, 80,90, 100, 110, 120, 130, 140]
1. Tout d’abord, nous commencons par générer aléatoire-
ment les paramétres du modéle de Heston : Nous
générons aléatoirement chaque parameétre a I'aide

d’une distribution uniforme entre les bornes inférieures
et les bornes supérieures.

2. Une fois les paramétres générés, nous gardons ceux sat-
isfaisant la condition de Feller.

3. Nous calculons la surface des prix correspondante a
chaque combinaison de paramétres gardée.

4. Nous extrayons les volatilités implicites.

Le temps nécessaire pour générer ces données synthétiques
est de I'ordre de 4 heures.

L’architecture des réseaux de neurones artificiels que nous
proposons (et certains hyperparamétres utilisés, comme le
learning rate, les epochs et la batch size) a été optimisée en
minimisant erreur sur 'ensemble de validation.

Nous considérons  [architecture  suivante  pour
I'apprentissage avec le réseau de neurones Feed Forward et
nous utilisons la fonction ELU comme fonction d’activation
pour tous les neurones :

dense_11_input | input: | [(None, 63)]

InputLayer output: | [(None, 63)]
dense_11 | input: | (None, 63)
Dense | output: | (None, 50)
dense_12 | input: | (None, 50)
Dense | output: | (None, 40)
dense_13 | input: | (None, 40)
Dense | output: | (None, 33)
dense_14 | input: | (None, 33)
Dense | output: | (None, 23)

Y

dense_15 | input: | (None, 23)
Dense | output: | (None, 10)
dense_16 | input: | (None, 10)
Dense | output: | (None, 5)
dense_17 | input: | (None, 5)
Dense | output: | (None, 3)

Figure 10: L’architecture du réseau de nuerons Feed Forward

Pour 'apprentissage avec le réseau de neurones convolu-
tifs, nous utilisons |'architecture suivante, avec la fonction
d’activation tangente hyperbolique :



3.3 Resultats de la calibration avec le réseaux

convZ2d_10_input | input: | [(None, 7,9, 1)] oo
de neurones artificiels

InputLayer output: | [(None, 7,9, 1)]

conv2d_10 | input: | (None, 7,9, 1)
Conv2D | output: | (None, 7, 9, 16)

correlation
0.1 1

leaky re u_15 | input: | (None, 7,9, 16) o
LeakyReLU output: | (None, 7, 9, 16)
-4 1
g
l ti =0.5 1 °
max_pooling2d_10 | input: | (None, 7,9, 16) 6
MaxPooling2D output: | (None, 4, 5, 16)

-08
l -0.9 1
T Y T T

D8 06 04 02

conv2d_11 | input: | (None, 4, 5, 16) edicted
Conv2D | output: | (None, 4, 5, 32)

vol of vol
l 10
09
leaky_re_lu_16 | input: | (None, 4,5, 32) =
LeakyReLU | output: | (None, 4, 5, 32) 03
l o
v 0%
max_pooling2d_11 | input: | (None, 4, 5, 32) o
MaxPooling2D output: | (None, 2, 3, 32) a3
l 0.2 ,
ﬂl.? ﬂ'-l f:‘h \'Il 10
flatten_5 | input: | (None, 2, 3, 32) predicted
Flatten | output: [ (None, 192) speed
l 10 4 2

dense_24 | input: | (None, 192) 81
Dense | output: | (None, 64) P .l
| |

¢
leaky_re_lu_17 | input: | (None, 64) )
LeakyReLU | output: | (None, 64) 2

T v 1 T i
é 4 L B 10

) UEﬂr;ieJ
dense_25 | input: | (None, 64)

Dense | output: | (None, 3)

Figure 12: Les valeurs espérée en fonction des valeurs prédites
par le réseau de neurones Feed Forward pour un apprentis-
sage sur des volatilités implicites (test data)

Figure 11: L’architecture du réseau de neurones convolutif



the histogram of the relative error for correlation correlation
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Figure 13: Les histogrammes des erreurs relatives pour la cal- predicted

ibration avec un réseau de neurones Feed Forwad avec des
volatilités implicites (test data)

Figure 14: Les valeurs espérée en fonction des valeurs prédites
par le réseau de neurones convolutif pour un apprentissage
sur des prix (test data)
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Figure 15: Les histogrammes des erreurs relatives pour la cali-
bration avec un réseau de neurones convolutif avec des volatil-
ités implicites (test data)

Les figures précédentes montrent les erreurs entre les
paramétres prédits du modéle de Heston et les paramétres
espérés pour le réseau de neurones Feed Forward et pour le
réseau de neurones convolutif.

Le fait que la performance des résaux de neurones est
bonne a la fois pour les données d’entrainement et de test

implique que les réseaux de neurones sont capables d’obtenir
de bonnes performances lors de la prédiction de données non
vues. On note que seules les prédictions pour p sont légére-
ment plus mauvaises que celles des autres paramétres du
modéle.

Comme on peut le voir sur les figures, les erreurs rela-
tives obtenues par le réseau de neurones Feed Forward sont
sensiblement plus faibles. En effet, le réseau de neurones
convolutif applique des filtres et un maxpooling aux don-
nées d’apprentissage, ce qui, dans une certaine mesure, en-
traine une perte d’informations. De plus, le but des réseaux
de neurones convolutifs est souvent de simplement étiqueter
I'image, alors que pour calibrer le modéle de Heston, les
valeurs exactes des sorties des parameétres sont requises.

Conclusion

Les modéles stochastiques complexes rendent nécessaire
Putilisation de méthodes numériques efficaces pour la calibra-
tion. Dans cette note, nous avons étudié I'exemple du modéle
de Heston. Nous avons présenté et implémenté les méthodes
classiques pour sa calibration. Cela nous a permis d’avoir une
référence pour le temps d’exécution. Ensuite, nous avons testé
des réseaux de neurones artificiels pour la calibration.

Nous avons constaté que la calibration avec les réseaux de
neurones est largement plus rapide par rapport aux méthodes
classiques (présentés dans la section [2) mais, elle présente
deux grandes limites : La premiére est le coiit de la généra-
tion de données synthétiques pour des prix d’options dont le
sous-jacent est modélisé par le modéle de Heston. La deux-
ieme est que nous n’avons pas trouvé de moyen d’améliorer la
précision des nos prédictions notamment pour la corrélation.
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