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AWALEE NOTES

1. RAPPELS SUR LE MODELE A VOLATILITE LOCALE STO-
CHASTIQUE

2. CALIBRATION DU MODELE PAR LA METHODE D’EDP DE
FOKKER-PLANCK

a. Présentation du modele

Nous rappelons ci-dessous que le modele a volatilité lo-

cale stochastique est défini par le systeme d’EDS suivant:
ds_sf = A(t, S¢)f (Ve)dW} 1)

dV, = a(t, V;)dt +~(t, Vi) dW?

d < W} W2 >= pdt

Ce modele peut étre considéré comme une amélioration
des modeles a volatilité stochastique, car la fonction
A(t,S,) permet de corriger le gap entre le smile de volati-
lité implicite engendré par le modéle a volatilité stochas-
tique et les volatilités implicites du marché.

Dans la suite de cette note, nous nous concentrerons sur
comment, une fois les parameétres de la partie stochas-
tique de la volatilité donnés, calibrer le terme correcteur
A(t,S,) grace aux prix des options vanilles disponibles sur
le marché.

b. Lien entre le terme correcteur A(t,St) et la volatilité lo-
caleo,

Lorsque le modele (1) est calibré de telle sorte a repro-
duire les prix des options vanilles du marché, A(t, S,) et la
volatilité implicite du marché (donnée par la formule de
Dupire) o, (t, K)sont reliés par la formule suivante :

Loc

! e = A(t, Xe)F (Ve)dW} @)

dVi = a(t, Vi) dt + (¢, Ve)dW?

Nous voyons ici qu’il est nécessaire d’estimer le terme
E[f(V.)? | S,=K] pour calibrer le terme A(t, S,) a la vola-
tilité implicite du marché. Une des difficultés ici sera
le calcul de I'espérance conditionnelle E[f(V, ) | S=K],
étant donné que la loi jointe de V, et S, n'est pas connue.

Pour estimer ce terme, nous verrons dans une premiere
partie qu’il est possible d’employer la méthode par EDP
de Fokker-Planck. Dans une seconde partie, nous mon-
trerons qu’en faisant quelques hypotheses simplifica-
trices, il est également possible d'utiliser la méthode
par projection markovienne pour approximer direc-
tement A(t,S,). Enfin, nous verrons dans une derniere
partie que la méthode des particules permet d’estimer
E[f(V,) | S, =K]efficacement.

Cette méthode part de I'observation suivante : grace a
la connaissance de la loi jointe des deux variables S, et
V., nous pouvons déduire I'espérance conditionnelle

E[f(V,)? | S,=K] recherchée.

Ainsi, intéressons-nous a la densité de probabilité jointe
p(tsv) des variables S, et V. Cette densité satisfait
I’équation de Fokker-Planck de dimension 2 :

op(t,s,v) 18_2
ot T 20s?
+ ——V[W(t: v)?p(t,s, v)]

[A(t,s)*f(v)*s°p(t, s, V)] (3)

+ 5ogy PAE S (V) (E v)sp(t. s, v)]

2 el s )]~ Lol Vp(t, V)]

Avec comme condition initiale p(t,s,v) — (s — S,)é(v - V,)
quand t — 0.

Cette EDP linéaire de dimension 2 peut étre résolue nu-
mériquement par la méthode de splitting ADI (Alternating
Direction Implict), qui est une méthode des différences
finies efficace pour résoudre les EDP a plusieurs dimen-
sions.

La solution numérique de cette EDP nous permet alors de
calculer 'espérance conditionnelle que I'on cherche au
travers de la formule de bayes :

3. CALIBRATION PAR LA METHODE DE PROJECTION MAR-
KOVIENNE

a. Théoréme de (Gyongy, 1986)

i. Enoncé

Avant de revenir au probléme de la calibration de A(t,S,),
introduisons le théoréme suivant, essentiel pour la com-

préhension de la méthode :

Théoreme : (Gydngy, 1986)
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Soit (X,) un processus stochastique respectant I'EDS :

d)(i_L = Oétdt + /Btth (4)

OuU a, et B, sont des processus stochastiques adaptés tels
que (4) ait une solution unique.

Définissons a(t,x), b(t,x) par :
a(t, x) = E[a|X;: = x]
B(t,x) = E[52] X, = x]

Alors I’EDS :

dY, = a(t, Yy)dt + b(t, Yy)dW,
Y() - XO

Admet une solution faible Y qui a la méme loi marginale
que X..

ii. Interprétation

Dans le théoreme précédent, le processus (X,) suit une
EDS ou les coefficients a, et B, peuvent étre stochas-
tiques. Ainsi, (X,) peut suivre un modele a volatilité sto-
chastique quelconque. Par contre, on voit dans la défi-
nition du processus (Y,) que celui-ci suit une évolution
donnée par un modele a volatilité locale car aet bsont des
fonctions déterministes de tet Y,.

Le résultat du théoréme est que les processus (X)) et (Y))
ont la méme loi marginale. En termes financiers, cela si-
gnifie qu'ils donnent les mémes prix pour I’ensemble des
options vanilles européennes.

Le processus (Y,)est donc un processus a volatilité locale
reproduisant les prix des options européennes produits
par le modele a volatilité stochastique (X ). On appelle
alors le processus (Y,) la projection markovienne du pro-
cessus (X,).

b. Application a la calibration du modéle a VLS
i. Introduction du modele a VLS proxy

Comme remarqué dans la note Quant précédente : « Le
Modele a Volatilité Locale Stochastique | », connaitre I’en-
semble des prix des options européennes sur un sous-
jacent S, revient a connaftre les lois marginales de (S,).
Ainsi, si deux modeles a volatilité stochastique donnent
les mémes lois marginales pour (S,), ces deux modéles
donneront les mémes prix pour les options européennes.

Ainsi, pour calibrer le modele a volatilité locale stochas-
tique (1) donné par:

ds—s: = A(t, St)f(Vt)thl (1)

th - a(t, Vt)dt + "Y(t, Vt)thZ
d < WE W2 >= pdt

Nous allons introduire un processus « proxy » a volatilité
locale stochastique :

e — A(t, X,)F(Ve)dW} (5)
d\/t = a(t, Vt)dt + ’Y(t, Vt)th2
d < W} W2 >= pdt

Mais ici, contrairement au modele de départ (1) ol la fonc-
tion A(.,.) est une fonction a calibrer, nous allons choisir
nous méme une fonction AN(.,.) trés simple. Typiquement,
on peut choisir A(t,x) linéaire :

Z\(t, x)=ax+ 8
Grace a ce choix de fonction A(.,.), il est possible de cal-
culer la volatilité implicite o, »*¥ induite par le modéle
proxy soit par la formule fermée donnée par (Labordere,
2009), soit par méthode de Monte-Carlo.

En appliquant le théoreme de Gyéngy au processus (X)),
la volatilité implicite o, »~ de la projection markovienne
du modele proxy est donnée par:

(ot (8, K))* = A(t, KPE[F(Ve)| X = K]

En supposant que le modele (1) est calibré sur les prix
de marché des options vanilles, en appliquant ce méme
théoreme au processus (S,), nous obtenons :

( marche(t K))

Lo = A(t, K)’E[f(V:)*]S: = K]

Ainsi, lorsque la fonction A(.,.) du modele (1) est cali-
brée afin de reproduire la volatilité implicite du marché
o, la relation entre A, A, 0, v, o, " est donnée
par (Piterbarg, 2006) :

marche(

(t K)2 (O—Lorf;x K)) E[f(vt)2|Xt = K] (6)
(0fee? (£, K))® E[f(Ve)2[S: = K]

Oloc

Alt,K)? =

Au travers de cette équation, la complexité de la calibra-

tion de la fonction A(.,.) a été transférée dans le terme
E[f(Ve)’ | X = K] |

E[F(Ve)*S: = K]

Afin d’obtenir une calibration utilisable en pratique, il est
alors nécessaire de faire des hypothéses simplificatrices
sur ce terme.

ii. Hypothése constante

Une premiere hypothése pouvant étre faite est :

E[f(Ve)?|Xe = K]

~1
E[f(Vi)?S: = K]
L'équation (6) devient alors :
marché 2
A(t K)2 _ Z(f K)2 (ULoc " (t' K)) (7)
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Cette équation permet alors de calibrer le parameétre
A(.,.) directement.

iii. Hypothese X, = H(t,S,)

Dans le cas ol I'on a choisi pour A(.,.) la fonction A(t,K)=1,
une autre hypothese plus fine faite par (Labordére, 2009)
et (Piterbarg, 2006) est que S, et X, sont liés par :

X, = H(t, S,) (8)

OU Hest supposée lisse.

Sous cette hypothese, (Labordeére, 2009) montre que :
O,Tarche‘(T S)
rox -1 S d:
7 (707 (R i)

Ou @ estdonné par:

¢ X) = / TUproxy/ T\
T( ) A(T) yUEocy(T'y)

A(T,s) = (9)

1. Preuve de la formule (9)

En appliquant la formule d’Ito a (8) et d'aprés I'EDS du
modele (1), nous avons I'équation suivante :

dXt - StaXH(t, St)A(t, Vt)f(Vt)thl
1
v (&H(t, S+ SSERH(E SHA(t, st)2f2(vt)) dt

En identifiant les termes devant dW?!avec I'EDS (5) régis-
sant (X,), nous obtenons:

xOxH(t, x)A(t, x) = H(t, x)

Onadonc:
InH(t, x) =
OxlnH(t, ) xA(t, x) (10)
Or, (Piterbarg, 2006) a montré que :
T (t,x) = A(t, x)oror (¢, H(t, x)) an
En utilisant (10) et (11), on obtient alors :
Py (e, H(t
xO0xInH(t, x) = Tioe_(t H(t,)) (12)

o7t )

-

Par ailleurs, par définition de @ :

H(T,s) dy

or (H(T.9) = [

AT YOle (T, Y)

En effectuant le changement de variable y = H(T,x)on a:

or(HT. ) = [ o

so ~ Loc

dx

En utilisant (12), on a alors :

o (THT ) g
xo'i":c’c"e( T,x)

so ~ Loc

En simplifiant, on obtient :

° dx
xo T 4(T, x)

or (H(T,5) = [

S0

En utilisant (11), on obtient alors :
oleé(T, s)

ol (T, H(T,s))

Loc
marché
Oloc ( T' 5)
proxy -1 s dx
ULOC (Tv ¢T (fso XUBQJChé(T,X)))

Ce qui acheve la preuve.

A(T,s)=

2. Remarque 1

La formule (9) fait intervenir la distance géodésique
(c’'est-a-dire la moyenne harmonique) entre la volatilité
locale du marché o, ™(T,s) et la volatilité locale effec-
tive du modele proxy o, .

3. Remarque 2
Dans la formule (9), I"intégrale peut se calculer avec des

méthodes de quadrature, et I'inversion de la fonction
peut se faire en utilisant I'algorithme Brent.

4. CALIBRATION PAR LA METHODE DES PARTICULES

La méthode des particules peut étre utilisée pour la ca-
libration du modele a volatilité locale stochastique. Pour
ce faire, regardons le modele (1), eny incorporant I'équa-
tion (2). On obtient alors le systeme :

dse TLoc(t St) 1
Se Eé[f(‘/t)zlsd (Vo)W (13)

dV, = a(t, Vi)dt +~(t, Vi) dW?
d< WH W2 > = pdt

La premiére équation de ce systéme est en réalité une
EDS de McKean. Pour rappel, une EDS de McKean est une
équation différentielle non-linéaire, ou le drift et la vola-
tilité dépendent non seulement du temps t et de la valeur
actuelle X, du processus, mais aussi de la loi de probabi-
lité @ de X, :
dXt = b(t, Xt, Qt)dt + U(t, Xt, Qt)th

Dans le cas du systeme (13), le drift b est nul, mais la vola-

tilité o(t,X,Q,) est égalea _ Teclt.50) )y
EQF(VL)?|SH)

Pour résoudre ce type d’équation, la méthode des par-
ticules consiste habituellement a approcher la loi de
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probabilité Q, par une distribution empirique :
1N
QtN - N Z(SX;',N
i=1

Ou les X¥sont donnés en résolvant le systeme a N équa-
tions :

dX[ = b(t, X[, QM)dt + o(t, XN, Q) dW]

Nous remarquons que les N trajectoires (X'V) intera-
gissent entre elles au travers de la loi de probabilité QN
En physique, cela correspond a un systeme de N parti-
cules, dont les trajectoires évoluent en interagissant les
unes avec les autres. C’est cette origine qui a donné le
nom a la méthode. Ce point différencie la méthode des
particules de la méthode de Monte-Carlo, car dans cette
derniére, les trajectoires simulées n'interagissent pas
entre elles.

Pour notre cas, I'atomicité de la loi de probabilité Q"
poserait des problemes lors de la définition de notre
estimateur pour l'espérance conditionnelle située au
dénominateur de I'équation (13). De ce fait, (Guyon &
Henry-Labordeére, 2013) proposent d’utiliser une suite de

noyaux de régularisation s, , (x) = ! K<L) a la place

Chen \hew
des &, in. Il suffit alors de simuler N trajectoires en sui-
t

vant le systeme d’équations :

dS;'N _ O'Loc(t,S;'N) f( Vti,N)thi,l
s SN v N2s (P -si)
ZJN:1 5t,N(5{~'N_StI~'N)

VN = a(t, ViN)dt + (¢, Vi) dW;
d < Wi W2 > = pdt

Le noyau de régularisation K doit étre symétrique et avec
une bande passante ht,,V qui tend vers 0 lorsque N tend
vers o,

(Guyon & Henry-Labordere, 2013) utilisent comme noyau:

K(x) = (1 )PLuen
16
La vitesse de convergence de cette méthode est alors en
1//N. La démonstration de cette vitesse de convergence
ainsi que plus de détails concernant le choix du noyau de
régularisation peuvent étre trouvés dans (Guyon & Hen-
ry-Labordére, 2013).

5. CONCLUSION

Tout comme le modele a volatilité locale de Dupire, le mo-
dele a volatilité locale et stochastique peut étre calibré
afin de reproduire exactement les prix de marché des op-
tions vanilles. Cela se fait en introduisant une fonction

correctrice de volatilité locale qui permet de modifier les
lois marginales du sous-jacent.

Cependant, la calibration de cette fonction n’est pas
évidente puisqu’elle nécessite la connaissance de la loi
jointe du sous-jacent et de la volatilité du modele. Nous
avons présenté trois approches permettant de calibrer
cette fonction.

La premiere, basée sur I'EDP de Fokker-Planck, est stan-
dard. Elle donne de bons résultats, mais devient difficile
a utiliser en dimensions élevées.

La deuxieme méthode, par projection markovienne, uti-
lise des approximations qui permettent de contourner
le calcul d'espérance conditionnelle. Cette méthode est
efficace pour certains cas, mais manque d'une analyse
d’erreur qui permettrait de généraliser sans crainte sa
pratique, en particulier lors de |"utilisation de modeles a
taux stochastiques.

La derniere méthode, dite des particules, est a la fois ef-
ficace et robuste. C'est aujourd’hui la méthode la plus
employée.
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